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应用垂直角特征的机器人与 2D激光雷达手眼标定

刘 昶*， 罗 寅， 曲广宇
（沈阳理工大学  信息科学与工程学院，辽宁  沈阳  110159）

摘要：现有的机器人与 2D 激光雷达手眼标定方法中一般存在标定装置制造成本高、采样过程要求严格等缺点，针对这些

问题，提出一种利用垂直角特征标定装置进行标定的方法。标定过程中保持标定装置与机器人基坐标系相对位置不变；

控制搭载 2D 激光雷达的机器人在某位姿下扫描标定装置，雷达扫描平面与三个标定平面上形成三条直线特征，利用它

们之间存在的几何约束，解算出雷达坐标系与标定坐标系间的变换关系；通过变换机器人位姿重复扫描，建立机器人工

具坐标系与雷达坐标系间变换矩阵的约束方程；求解约束方程得到变换矩阵的估计结果。同时提出一种基于平面特征

的手眼标定优化算法，该算法是一个三阶段迭代过程，避免了垂直角特征制作精度对标定结果的不良影响。实验结果表

明该方法在激光雷达扫描误差 2 mm 水平时，通过 10 次迭代就可将旋转矩阵的欧拉角误差降到小于 0. 01°、平移矩阵的

距离误差小于 1. 0 mm。相比同等标定条件下的其他方法在收敛速度上具有优势，在初值选择上也更客观合理。
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Abstract： Existing methods of hand-eye calibration between robot and 2D light detection and ranging （Li⁃
DAR） generally have shortcomings such as high cost of calibration instrument manufacture， strict require⁃
ment of sampling process， etc.  To address these problems， a method using a calibration instrument with 
orthogonal corner feature was proposed.  During the calibration process the calibration instrument was kept 
a fixed pose in robot base frame.  When the robot mounted with the LiDAR was controlled to scan the cali⁃
bration instrument， there are three intersection lines among the LiDAR’s scanning plane and three calibra⁃
tion planes.  Using the geometric constraints among three lines， the transformation between LiDAR and 
calibration frame was computed.  From changing the robot pose and repeptively scanning， a constraint 
equation with respect to the transformation matrix between LiDAR and robot end-effector frame was built.  
The transformation matrix estimation was acquired from solving the constraint equation.  A hand-eye cali⁃
bration optimization method based on planar features was also proposed.  It is a three-stage iteration pro⁃
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cess.  The optimization method avoids side effects from calibration instrument manufacture errors.  The ex⁃
perimental results showed in the condition that the LiDAR scanning error was 2 mm， in 10 iterations the 
Euler angles error of the estimated rotation matrix was less than 0. 01°， and the distance error of the trans⁃
lation vector was less than 1. 0 mm.  Comparing to another method under the same calibration conditions， 
the proposed method has an advantage in convergence speed， and is also more objective and reasonable in 
the choice of initial values.
Key words： robot； two dimensional light detection and ranging； hand-eye calibration； corner feature

1 引  言

近年来，机器人搭载 2D 激光雷达已被广泛

应用于工业生产中的场景扫描、目标测量与定

位、三维重建、表面缺陷检测等问题中，在这类应

用中，“眼在手上（eye-in-hand）”是一种典型的安

装方式，即激光雷达被固定在机器人末端，与机

器人末端具有固定的位姿关系。通过机器人带

动雷达进行深度扫描构建出场景的点云，但由于

2D 激光雷达采集到的深度信息都是相对于雷达

自身坐标系的，为了构建统一坐标系（如机器人

的基坐标系）下的目标点云，需要对雷达坐标系

与机器人末端坐标系（如工具坐标系）间的坐标

变换关系进行标定，即机器人与 2D 激光雷达的

手眼标定［1］。

针对手眼标定，目前研究较为成熟的是机器

人搭载相机时的手眼标定求解。常用的方法是

利用一块平面的棋盘格标定板，通过机器人带动

相机在两个不同位姿下拍摄标定板图像，提取特

征后建立机器人工具坐标系与相机坐标系间变

换 矩 阵 的 一 组 约 束 方 程 ，这 种 方 程 具 有

AX= XB的形式，反复移动机器人带动相机以

不同位姿拍摄标定板图像，构造多组约束方程即

可求得较为可靠的手眼标定结果，这种方法数据

采集量相对少，方程求解算法也比较成熟，如典

型的 TSAI 方法（Tsai-Lenz Algorithm）等［2-3］。但

对于 2D 激光雷达的手眼标定问题，由于雷达每

次扫描仅能获得 2D 扫描平面上的深度信息，不

易确定当前位姿下的雷达坐标系与标定坐标系

间的变换矩阵，因此以上思路在应用时存在困

难。目前针对 2D 激光雷达的手眼标定方法主要

有三种思路：一是利用高精度的测量设备，如激

光跟踪仪、三坐标机等进行辅助测量，但这种方

法不但需要较为昂贵的测量设备，而且也不适合

现场标定的场合；二是利用相机间接标定，即通

过完成机器人与相机的手眼标定［2］、相机与雷达

的外参标定［4-5］后计算实现，虽然两个标定过程都

有相对成熟的方法，但由于引进了额外的设备，

标定过程相对复杂，相机内参标定误差、相机手

眼标定误差、雷达外参标定误差都会对最终的计

算结果精度产生影响；三是利用特殊设计的标定

装置，直接进行 2D 激光雷达的手眼标定，这类方

法也是近年来实际应用中采用最多的方法。

REN 等［6］、YIN 等［7］、XIE 等［8］、XU 等［9］、经小

龙等［10］都采用了以已知直径的标准球作为标定

物的标定方法，利用雷达扫描球表面时形成圆的

特性，首先在雷达坐标系下拟合圆，利用已知的

球半径，计算出球心坐标，再引入主动视觉的思

想，在保持雷达姿态不变的情况下控制机器人沿

直线运动，估计出手、眼坐标系间的旋转和平移，

这种方法每次扫描仅能获得一个球心点特征的

坐标，因此需要多次扫描；另外大尺寸的标准球

在制作上存在困难、成本高，因此这种标定方法

一般适用于较近距离的测量问题。CHEN 等［11］

提出基于圆盘的标定方法，控制雷达在保持姿态

不变的条件下沿直线运动，利用雷达扫描到圆盘

表面时的扫描线边缘构成椭圆的特性，通过椭圆

拟合获得椭圆中心及圆盘的法向量的方法进行

标定。相比于基于标准球的方法，圆盘标定物更

简单，这种方法也能多提供一个方向约束，但仍

存在需要多次扫描的问题；另外受 2D 激光雷达

角分辨率有限的影响，利用扫描数据提取目标的

边缘点容易引进误差。为了降低标定物的复杂

度，CARLSON 等［12］提出了基于多个平面的标定

方法；SHARIFZADEH 等［13］的研究进一步表明，

利用一个标定平面也能实现标定，该方法利用平

面上的扫描线共面的约束对坐标变换的旋转矩

阵和平移向量进行迭代求解，但迭代的初值不易
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确定；另外仿真研究表明该方法在某些情况下存

在求解失败的情况，解的存在性还缺乏理论保

证。高金锋等［14］提出利用标准圆柱的标定方法，

利用雷达扫描圆柱表面时形成椭圆的原理，通过

椭圆拟合获得圆柱轴上的一个点，再利用多次扫

描得到的点共线的原理，通过优化方法求解。该

方法实际上是利用了圆柱轴的直线特征进行标

定，缺点是将标定问题转化成一个有约束的优化

问题，优化求解过程复杂。XU 等［15］提出基于直

线特征的方法，利用直尺、刀片等常见物品作为

标定物，通过扫描获取边缘点后提取边缘直线特

征，在标定过程中也引入主动视觉的思想，需要

在机器人运动过程中保持雷达姿态不变，由于每

次扫描只能利用扫描数据获取一个边缘点的坐

标，因此也存在边缘点特征提取误差受雷达角分

辨率影响大，标定过程扫描次数多等缺点。LI
等［16］提出基于三维重建思想的标定方法，这种方

法虽然充分利用了标定物的全局特征，但需要点

云配准过程，构造的优化目标函数不易计算梯

度，总体计算量大。从目前的研究结果看，现有

的机器人与 2D 激光雷达的手眼标定方法大多存

在大尺寸标定装置制造成本高、采样过程要求严

格、计算量大等问题，特别是在测量目标与 2D 激

光雷达距离较远的场合，还没有被人们普遍认可

的通用方法。

本文提出一种采用垂直角特征标定装置进

行 2D 激光雷达手眼标定的方法，这种角特征由

三个相互正交的平面构成，标定装置容易制造，

当雷达扫描该标定装置时，扫描平面与三个特征

平面相交形成三条直线，通过这三条直线间存在

的几何约束，解算出雷达坐标系与标定坐标系间

的变换关系，从而建立坐标变换矩阵间的 AX=
XB形式的约束方程，通过求解方程获得标定结

果；以该结果为初值，采用提出的基于平面特征

的迭代算法对标定结果进行优化，可进一步提高

标定精度。

2 手眼标定原理

2. 1　垂直角特征及其几何特征

本文采用具有垂直角特征的标定装置进行

2D 激光雷达的手眼标定。所谓的垂直角特征由

三条具有公共起点且相互正交的射线构成，该公

共起点为角特征的顶点，由任意两条射线构成的

平面是角特征的一个侧面，三个侧面也相互正

交，如墙角、长方体的一个顶角等都是典型的垂

直角特征。利用垂直角特征标定装置建立标定

坐标系 O W-x͂y͂z͂，如图 1 所示，定义角特征的顶点

O W 为坐标原点，三条射线分别为 x͂，y͂，z͂ 轴。当

2D 激光雷达扫描到装置时，扫描平面与三个角

特征的侧面 π1，π2，π3 相交形成三条扫描直线，分

别记为 L 1，L 2，L 3，记扫描平面与 x͂ 轴和 y͂ 轴的交

点分别为 P 1 和 P 2，L 2 与 L 3 的交点为 P 3，则它们之

间存在以下几何性质：

性质 1：P 3 必位于 z͂轴上。

证明：如图 1 所示，由于 L 2 和 L 3 分别位于

O W x͂z͂ 和 O W y͂z͂ 平面上，则 L 2 和 L 3 的交点 P 3 必位

于 平 面 O W x͂z͂ 和 O W y͂z͂ 的 交 线 上 ，即 为 z͂ 轴 。  
证毕。

性质 2：O W 到扫描平面 P 1 P 2 P 3 的垂直投影

点是三角形 ΔP 1 P 2 P 3 的垂心。

证明：如图 2 所示，过 O W 作扫描平面 P 1 P 2 P 3

的 垂 线 ，垂 足 为 S。 由 O W S ⊥ ΔP 1 P 2 P 3 有

O W S ⊥ P 1 P 3；由 O W P 2 ⊥ O W x͂z͂ 有 O W P 2 ⊥ P 1 P 3，

可得 P 1 P 3 ⊥ O W SP 2，于是 P 1 P 3 ⊥ SP 2；同理可得

P 2 P 3 ⊥ SP 1，因此 S 是三角形 ΔP 1 P 2 P 3 的垂心。  
证毕。

图 1　雷达扫描垂直角特征时形成的三条直线

Fig. 1　Illustration of three scanning lines on the orthogo⁃
nal corner feature
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2. 2　雷达坐标系与标定坐标系的变换

记 2D 激光雷达的光心为 O L，取 O L 为雷达坐

标系原点，雷达扫描的 0°角方向为 x 轴，90°扫描

方向为 y 轴，再按右手法则生成三维雷达坐标系

O L-xyz。利用扫描数据可以提取 L 1，L 2，L 3 三条

直线的方程，并求得 P 1，P 2，P 3 三点在雷达坐标系

下的坐标，分别记为 Pi( xi，yi，0)( i = 1，2，3)。记

O W 点在雷达坐标系下的坐标为 ( xW，yW，zW )，则
S 点在雷达坐标系下的坐标为 ( xW，yW，0)。

由 P 1 P 3 ⊥ SP 2，有：

( x 3 - x1 ) ( xW - x2 )+( y3 - y1 ) ( yW - y2 )= 0.
（1）

由 P 2 P 3 ⊥ SP 1，有：

( x 3 - x2 ) ( xW - x1 )+( y3 - y2 ) ( yW - y1 )= 0.
（2）

由式（1）和式（2）可解出 xW 和 yW 的值为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï
ï
ï

xW = ( )x 1 ( x 3 - x2 )+ y1 ( y3 - y2 ) ( y3 - y1 )- ( )x2 ( x 3 - x1 )+ y2 ( y3 - y1 ) ( y3 - y2 )
( x 3 - x2 ) ( y3 - y1 )-( x 3 - x1 ) ( y3 - y2 )

yW = y1 - ( xW - x1 ) ( x 3 - x2 )
y3 - y2

. （3）

再由 O W P 1 ⊥ O W P 2，有：

( x 1 - xW ) ( x2 - xW )+

( y1 - yW ) ( y2 - yW )+ z2
W = 0. （4）

根据式（3）和式（4）解出 zW 的值为

zW =

± ( xW - x1 ) ( x2 - xW )+( yW - y1 ) ( y2 - yW ) .

（5）
可见 zW 的两个可能解关于雷达扫描平面对

称，利用 O W 与雷达扫描平面的关系，容易判定出

zW 正确解的符号。以图 2 所示的两个坐标系间

的相对关系为例，雷达光心位于标定坐标系

O W x͂y͂ 平 面 的 z͂ 正 方 向 一 侧 ，计 算 OL P 1 ×

OL P 2 = (0，0，x1 y2 - x2 y1) T
， OWS 的 方 向

(0，0，-zW )应与OL P 1 × OL P 2 的方向相同，即 zW

的符号应与 x1 y2-x2 y1 的符号相反，由此判定出

zW 的正确解。以上过程说明，利用激光雷达在垂

直角特征三个侧面上的扫描线，可获得标定坐标

系原点 O W 在雷达坐标系下坐标的唯一解。

设雷达坐标系与标定坐标系间的变换关

系为：

( )x
y

z
= RW → L ( )x͂

y͂

z͂
+ TW → L， （6）

其中：RW → L 和 TW → L 分别是坐标变换的旋转矩阵

和平移向量。由于 O W 是标定坐标系原点，其坐

标为 (0，0，0) T
，将所求得的 O W 点的雷达坐标系

坐标代入式（6），可得：

TW → L = ( xW，yW，zW ) T
， （7）

其中：x͂，y͂ 和 z͂ 轴方向在雷达坐标系下的单位向

量 nX，nY 和 nZ 分别为：

nX = OW P 1

 OW P 1
，nY = OW P 2

 OW P 2
，nZ = - OW P 3

 OW P 3
.

（8）
则有：

RW → L = (nX，nY，nZ). （9）
由此获得两个坐标系间的旋转矩阵。以上

过程说明只需要利用 2D 激光雷达对具有垂直角

特征的标定装置进行一次扫描，就可以解算出雷

达坐标系与标定坐标系间唯一的坐标变换关系。

2. 3　手眼标定

应用垂直角特征的 2D 激光雷达手眼标定过

程与本文第 1 节描述的相机的手眼标定的过程类

似。如图 3 所示，维持具有垂直角特征的标定装

图 2　扫描线的几何特性

Fig. 2　Geometric properties of the scanning lines
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置与机器人基坐标系的相对位姿不变，利用机器

人带动激光雷达以两个不同位姿扫描标定装置。

记MT → B = ( )RT → B TT → B

0 1
表示机器人末端工具

坐标系与基坐标系间的变换矩阵，其中 RT → B 和

TT → B 是坐标变换的旋转矩阵和平移向量，可由

机器人控制系统获得；XL → T = ( )RL → T TL → T

0 1
表

示手眼标定所求的雷达坐标系与工具坐标系的

变换矩阵，其中 RL → T 和 TL → T = ( tX，tY，tZ) T
是坐

标 变 换 的 旋 转 矩 阵 和 平 移 向 量 ；MW → L =

( )RW → L TW → L

0 1
表示标定坐标系与雷达坐标系间

的变换矩阵，利用本文 2. 2 节的方法求得。

图 3 中M ( i )
T → B，M ( i )

W → L 和M ( j )
T → B，M ( j )

W → L 分别代

表第 i，j 两个位姿时对应的变换矩阵。记 A i，j =

(M ( j )
T → B)-1

M ( i )
T → B，B i，j =M ( j )

W → L (M ( i )
W → L)-1

，有：

A i，jXL → T = XL → T B i，j， （10）
式 中 ，A i，j 和 B i，j 为 已 知 量 。 式（10）构 成 关 于

XL → T 的一组约束方程，通过控制机器人带动雷

达变换多个位姿对标定装置进行扫描，可得到多

组形如式（10）的约束方程，进一步解出 XL → T 的

值。具体求解过程可采用现有的成熟方法［2-3］，这

里不作赘述。

与现有方法相比，本文提出的手眼标定方法

的优势在于仅利用 2D 激光雷达扫描一次标定装

置，即可获得雷达坐标系与标定坐标系间的变换

关系，从而实现了 2D 激光雷达的手眼标定与相

机手眼标定在问题转换和求解方法上的统一，也

便于应用相机手眼标定的成熟技术；该方法现场

采集激光雷达数据的工作量相对较少，采集过程

中也无需保持雷达姿态、直线运动等特别要求。

3 角特征的变体

3. 1　垂直外角特征

前面讨论的垂直角特征是一种内角特征，实

际应用中也可以采用如图 4 所示的垂直外角特

征。构建标定装置时，可制作由两个相互垂直的

平面标定板构成的直角形标定装置，保证由两片

标定板的底边构成的平面与两片标定板平面均

垂直，再将直角形标定装置竖直放在一个尺寸稍

大的平面上，构成外角垂直角特征。当雷达扫描

标定装置时，在两片标定板上形成光条 L 2 和 L 3，

同时在底平面上形成两段光条 L ( 1 )
1 和 L ( 2 )

1 ，两段光

条均在底平面与扫描平面的交线上，记为 L 1。因

此虽然扫描时形成四段直线，但实际上仍然是三

条直线。这种垂直外角特征的几何性质也与前

述的内角特征没有区别，可直接用于 2D 激光雷

达手眼标定。

3. 2　非垂直角特征

当构成角特征的三条射线的夹角不全是直

角时，称其为非垂直角特征，这时标定坐标系仍

可根据角特征定义，如仍定义顶点为坐标系原点

O W，以一条射线的方向为 x͂ 轴方向，以 x͂ 轴和另

一条射线构成的平面的法线方向为 z͂ 轴，再根据

图 3　手眼标定原理示意图

Fig. 3　Illustration of the principle of hand-eye calibration

图 4　外角特征扫描线的几何特征特性

Fig. 4　Geometric properties of the scanning lines on an 
outer orthogonal corner feature

3340



第  22 期 刘 昶，等：应用垂直角特征的机器人与 2D 激光雷达手眼标定

右手法则定义 y͂ 轴。

如图 5 所示，当雷达扫描到非垂直角特征时，

记扫描平面与角特征的三条射线分别相交于 P 1，

P 2，P 3 三 点 ，这 时 O W-P 1 P 2 P 3 构 成 一 个 以

ΔP 1 P 2 P 3 为底面、以 O W 为顶点的三棱锥。该三

棱锥的三个顶点为角特征对应直线的夹角，是

已知量；P 1，P 2，P 3 的坐标通过雷达扫描数据经

直线特征提取后计算得到，因此三点中任意两

点间的距离也可以认为是已知量。这时，求标

定坐标系与雷达坐标系的变换关系问题转化为

一 个 三 点 定 位 问 题（P3P， Perspective-Three- 
Point）。与垂直角特征的情况不同，理论上一般

情况下 P3P 问题存在多组解，需要进一步验证

才能得到真解［17］。由此可见，若选择非垂直角

特征进行手眼标定，不仅需要已知角特征三个

顶角的准确值，而且解算过程中也不易获得坐

标变换的准确值，因此非垂直角特征不适用于

手眼标定。

4 标定结果优化

根据方程（10）解出的手眼标定结果，是在

分别确定了变换矩阵 A i，j 和 B i，j 的前提下获得

的，而这些变换矩阵的求取仅利用了一次扫描

的结果，再考虑到垂直角特征标定板的制作可

能不够精确，这些因素容易导致误差的引进，因

此标定结果有必要进一步优化，本文以第 2 节方

法得到的估计结果作为初值，设计了一种三阶

段迭代算法，利用所有扫描数据对标定结果进

行优化。

4. 1　标定平面法向量估计

扫描点在基坐标系下的坐标可表示为：

P̂ ( k，j，i ) = R ( k )
T → B (RL → T P ( k，j，i ) + TL → T)+ T ( k )

T → B =
R ( k )

T → BTL → T + V ( k，j，i )，

（11）
其中：k 为扫描序号，k = 1，2，…，M，M 为扫描总

次数；j 表示平面序号，j = 1，2，3；i 表示扫描点序

号，i = 1，2，…，N k，j，N k，j 为第 k 次扫描在第 j 个平

面上的扫描点数量；P ( k，j，i ) 是第 k 次扫描在第 j 个

平面上的第 i 个扫描点的雷达坐标系坐标；P̂ ( k，j，i )

是 对 应 点 的 基 坐 标 系 坐 标 ；V ( k，j，i ) =
R ( k )

T → BRL → T P ( k，j，i ) + T ( k )
T → B。

以 ( x̂，ŷ，ẑ )表达点在基坐标系下的坐标，则

第 j 个标定平面 πj 在基坐标系下的方程可表

示为：

πj：  nT
j ( x̂，ŷ，ẑ )T = 1， （12）

式中，n j 为 πj 的法向量。

在迭代的第一阶段，暂认为 RL → T 和 TL → T 估

计值准确，固定 RL → T 和 TL → T，以三个标定平面的

法向量 nT
j（j = 1，2，3）作为待估计参数。由于第

2 节的三条扫描线的提取过程中，已经能确定每

个扫描点所属的标定平面，将对应点由公式（11）
代入（12），有：

nT
j P̂ ( k，j，i ) = 1. （13）

记 n j = ( n ( j )
1 ，n ( j )

2 ，n ( j )
3 )T，公式（13）构成关于 n j

这些参数的线性约束。分别针对 j = 1，2，3，利用

M 次扫描中 j 平面上的所有扫描点，采用最小二

乘法对 n j 进行估计，再计算 n j 的单位向量，记为

n̄ j。这时 πj 平面方程可表示为：

πj：  n̄T
j ( x̂，ŷ，ẑ )T = dj， （14）

式中，dj 为基坐标系原点到 πj 平面的距离，暂认

为是未知量。

4. 2　旋转矩阵估计

在迭代的第二阶段，固定标定平面的单位法

向量 n̄ j，将旋转矩阵 RL → T、平移向量 TL → T、基座

标系原点到 πj 平面的距离 dj 作为待估参数。将

RL → T 表示为：

RL → T = ( τ1 τ2 τ3 )= ( )τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33

. （15）

图 5　2D 激光雷达扫描非垂直角特征示意图

Fig. 5　Illustration of 2D LiDAR scanning a non-orthogo⁃
nal corner feature
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由于 P ( k，j，i ) 的 z坐标均为 0，式（11）可表示为：

P̂ ( k，j，i ) = R ( k )
T → B ( )τ11 τ12 0

τ21 τ22 0
τ31 τ32 0

P ( k，j，i ) +

R ( k )
T → B ( )tX

tY

tZ

+ T ( k )
T → B. （16）

将式（16）代入式（14），整理后有：

n̄T
j R ( k )

T → B ( )τ11 τ12 0
τ21 τ22 0
τ31 τ32 0

P ( k，j，i ) +

n̄T
j R ( k )

T → B ( )tX

tY

tZ

- dj = - n̄T
j T ( k )

T → B. （17）

记 Γ=( τ11，τ12，τ21，τ22，τ31，τ32，tX，tY，tZ，d1，d2， 
d 3 ) 为待估参数向量，式（17）构成关于 Γ的线性

约束，利用全部扫描点，再次利用最小二乘法求取

Γ的估计值，从而得到 ( τ11，τ12，τ21，τ22，τ31，τ32 ) 的
估计值，进而得到 τ1 和 τ2 的估计值：

      τ1 = ( τ11，τ21，τ31 )T

 ( τ11，τ21，τ31 )
，τ2 = ( τ12，τ22，τ32 )T

 ( τ12，τ22，τ32 )
.（18）

计算 τ3 = τ1 × τ2，得到 RL → T 的初步估计值

RL → T = ( τ1，τ2，τ3 )，由于该估计可能并非正交阵，

再采用 SVD 分解的方法将其转换为正交阵［12］，

作为 RL → T 的最终估计。

以上过程同时得到 dj ( j = 1，2，3 )的估计值，

由式（14），也得到 πj 平面方程的进一步估计。

4. 3　平移向量估计

在迭代的第三阶段，固定旋转矩阵 RL → T 和 3
个标定平面的方程（即 n̄ j 和 dj），估计平移向量

TL → T。将式（11）代入式（14），有：

 n̄T
j R ( k )

T → BTL → T = dj - n̄T
j V ( k，j，i )， （19）

式中，V ( k，j，i ) 的值根据 4. 2 节 RL → T 的估计值计算，

为 已 知 量 。 公 式（19）构 成 关 于 TL → T =
( tX，tY，tZ) T

三个参数的线性约束，再次利用全部

扫描点，应用最小二乘方法求取其估计值。

以上三阶段的优化过程可形成迭代，每次迭

代中包括 5 次最小二乘过程，最小二乘的目标函

数均为最小化样本点到对应平面的距离的平方

和，并没有要求 3 个标定平面互相垂直，因此可避

免由于标定装置制作误差导致的估计偏差。

4. 4　手眼标定完整流程

基于垂直角特征的机器人与 2D 激光雷达手

眼标定的完整算法总结如下：

Step 1. n：= 0；由第 2 节的方法，利用垂直角

特征标定板进行手眼标定，得到的旋转矩阵和平

移向量标定结果分别为 R ( n )
L → T 和 T ( n )

L → T；

Step 2. 固定 R ( n )
L → T 和 T ( n )

L → T，利用 4. 1 节的方

法估计三个标定平面的单位法向量，记为 n̄ ( n + 1 )
j ；

Step 3. 固定 n̄ ( n + 1 )
j ，利用 4. 2 节的方法估计

旋转矩阵，记为 R ( n + 1 )
L → T ；同时估计基座标系原点到

三个标定平面的距离，记为 d ( n + 1 )
j ；

Step 4. 固定 R ( n + 1 )
L → T 和三个标定平面方程，利

用 4. 3 节的方法估计平移向量，记为 T ( n + 1 )
L → T ；

Step 5. 若 R ( n + 1 )
L → T 和 T ( n + 1 )

L → T 满足精度要求或迭

代次数达到预设的上限，算法停止，以 R ( n + 1 )
L → T 和

T ( n + 1 )
L → T 作为标定结果；否则 n：= n + 1，转 Step 2。

5 实验研究

5. 1　仿真实验

为验证本文提出的手眼标定方法的有效性，

进 行 仿 真 实 验 ，实 验 中 设 2D 激 光 雷 达 具 有

0. 083 3∘ 的角分辨率，雷达坐标系与工具坐标系

间变换的旋转矩阵和平移向量的准确值分别为：

R ∗
L → T = ( )0 0 1

1 0 0
0 1 0

，  T ∗
L → T ( )110

-160
130

. （20）

根据垂直角特征标定板定义的标定坐标系

与基座标系坐标变换的准确值为：

RW → B = ( )-1 0 0
0 -1 0
0 0 1

，   TW → B = ( )2 540
1 590
-930

，（21）

其中，式（20）和（21）中的平移向量均以 mm 为

单位。

仿真时设定 M 组不同的机器人位姿对垂直

角特征标定板进行扫描，计算每组位姿下的扫描

射线与三个标定平面的交点模拟雷达的扫描点，

以它们的雷达坐标系坐标作为扫描样本的准确

值；再设扫描射线在深度方向的误差服从均匀分

布 U [-λ，λ ]，这里 λ 为干扰强度，以叠加了误差

的扫描样本点坐标参与标定计算。为了评价第 n
次迭代标定结果的精度，旋转矩阵的误差 E ( n )

R 采

用欧拉角误差和的方法进行评价，即：

E ( n )
R = | φ ( n )

X - φ ∗
X |+ | φ ( n )

Y - φ ∗
Y |+ | φ ( n )

Z - φ ∗
Z |，
（22）
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其中：φ ( n )
X ，φ ( n )

Y ，φ ( n )
Z 分别是第 n 次迭代旋转矩阵估

计值对应的 x，y，z 三个坐标轴的欧拉角，φ ∗
X，φ ∗

Y，

φ ∗
Z 为对应的准确值。平移向量的误差 E ( n )

T 采用

距离法进行评价，即：

E ( n )
T = T ( n )

L → T - T ∗
L → T . （23）

5. 1. 1　不同干扰强度下的收敛速度

分别设定干扰强度为 0，1. 0，2. 0，3. 0 mm，

除 0 mm 以外每个干扰强度下随机产生 100 组样

本数据，每组数据均包含 M=50 种位姿下的扫

描数据（每组数据中的 M 种位姿均相同），采用

本文方法，共进行 10 次迭代，计算迭代过程中每

组样本的标定误差，再统计 100 组样本的平均误

差。当干扰强度为 0 mm 时，利用垂直角特征计

算出的标定结果误差为 0，说明本文提出的根据

垂直角特征进行手眼标定的方法正确；当干扰

强度不为 0 时，平均误差随迭代步数的变化曲线

如图 6 所示。可见当存在干扰时，直接经垂直角

特征标定的结果出现了一定程度的误差，且随

干扰强度的增加而变大，但在经本文的迭代方

法优化后，旋转矩阵的平均欧拉角误差均被控

制到 0. 1°以下，当干扰强度为 2. 0 mm 时，误差

在 0. 01°以下，平移向量的平均距离误差被控制

到 1. 0 mm 以下，说明本文提出的优化方法能达

到较好的精度；从迭代过程看，算法在 10 步以内

就能接近稳定值，说明该方法具有较快的收敛

速度。

5. 1. 2　位姿采样数量对标定精度的影响

固定干扰强度 λ = 2. 0 mm，从前述 M = 50
种位姿中随机抽取 N 种，分别产生扫描仿真样

本，通过 10 步迭代得到标定结果。重复以上抽取

和计算过程 1 000 次并进行统计，计算旋转矩阵

和平移向量误差的平均值及标准差。选择不同

的位姿数量 N 重复以上过程，统计结果如表 1 所

示，其中 Ē ( 10 )
R 和 Ē ( 10 )

T 分别表示迭代 10 步后旋转矩

阵和平移向量的误差均值，σ ( 10 )
R 和 σ ( 10 )

T 分别表示

它们的标准差。由表 1 可见随着标定采样过程中

位姿采样数量的增加，最终的标定结果精度呈现

出逐步提高的趋势；当位姿采样数量达到 20~30
次时，标定结果的平均误差和标准差已经能达到

较低的水平，这为真实标定过程中设定位姿采样

数量提供了参考依据。

5. 1. 3　与现有方法的对比

本文第 4 节提出的优化方法本质上是一种基

图 6　不同干扰强度下的标定精度对比结果

Fig. 6　Comparison results of the calibration accuracy w. r. t.  different noise level

表 1　采样次数对标定精度的影响

Tab. 1　Influence of sampling times on calibration accuracy

N

10
20
30
40
50

Ē ( 10 )
R /（°）
0. 049
0. 014
0. 011
0. 010
0. 009

σ ( 10 )
R /（°）
0. 117
0. 008
0. 004
0. 004
0. 003

Ē ( 10 )
T /mm
1. 509
0. 408
0. 324
0. 286
0. 265

σ ( 10 )
T /mm
4. 314
0. 228
0. 151
0. 115
0. 097
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于平面特征的手眼标定方法，与现有的基于球、

圆盘、圆柱、直线等特征的方法不易直接进行比

较，但采用本文方法获得扫描数据后，也可以采

用文献［12］的方法进行手眼标定，以该方法作为

对比方法，进行两种方法的对比实验。由于对比

方法要求提供迭代的初值，实验中采用本文第 2
节方法得到的标定结果同时作为两种方法的初

值。实验中设定干扰强度 λ = 2. 0 mm、位姿数量

M = 50，分别采用两种方法各进行 100 次仿真，

实验中计算机的 CPU 型号为 i7-12700H，采用

C++编程。

每次仿真两种方法各迭代 1 000 步，表 2 给出

最终优化结果的平均误差值，图 7 给出两种方法

迭代过程中的平均误差对比情况。可见：两种方

法都能收敛；从最终的收敛结果看，本文方法的

旋转误差和平移误差均略大于对比方法，但二者

旋转的欧拉角平均误差仅相差 0. 001 7°，平移向量

的距离平均误差仅相差 0. 073 mm，差别均较小，

可以认为两种方法在收敛精度上基本一致；从收

敛所需的迭代次数上看，对比方法经 300~350 步

迭代后，旋转误差达到 0. 01°以内，平移误差达到

1 mm 以内，相比本文方法需要更多的迭代次数。

实验中也记录了两种方法的耗时情况，采用对比

方法每次迭代的时间约为 58 ms，采用本文方法为

76 ms，虽然单次迭代花费的时间略长，但考虑到

本文方法收敛所需迭代次数少，本文方法在收敛

速度上仍然具有优越性，另外本文方法也解决了

对比方法中不易确定初值的问题。

5. 2　真实实验与应用

采用真实设备测试本文提出的手眼标定方

法的实际效果，实验中机器人选用 ABB 公司的

IRB 4600-60 型六轴机器人；激光雷达采用 SICK
公司的 LMS4121R-13000 型号 2D 激光雷达，该

激光雷达采用 660 nm 红色激光，具有 0. 083 3∘ 的

角分辨率，扫描误差在 1. 5 mm 以内；标定装置由

三片 420 mm×420 mm 的白色平面板搭建的垂直

角特征构成，距离机器人基坐标系原点约 3 m
处，标定装置的外观如图 8 所示，图中也显示了某

位姿下激光雷达扫描到 3 个标定平面时形成的光

条的效果（彩图见期刊电子版）。

控制机器人变换 M = 50 种位姿带动激光雷

达对标定装置进行扫描，共获取 50 组数据，利用

其中的 40 组数据采用本文方法进行标定，共进行

20 次迭代，标定结果为：

     

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R ( 20 )
L → T = ( )0. 014 1 0. 012 0 0. 999 8

0. 999 9 -0. 008 9 -0. 014 1
0. 008 7 0. 999 9 -0. 012 1

T ( 20 )
L → T = ( )117. 95 -150. 09 139. 18 T

，

（24）
式中，平移向量的单位为 mm。计算标定结果中

图 7　两种方法的标定误差对比

Fig. 7　Comparison of the calibration errors of the two methods

表 2　两种方法的迭代结果误差

Tab. 2　Errors of iteration results of two methods

迭代次数

n

1 000

本文方法

E ( n )
R /（°）

0. 008 8
E ( n )

T /mm
0. 253

文献［12］方法

E ( n )
R /（°）

0. 007 1
E ( n )

T /mm
0. 180
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三个标定平面间的夹角，分别是 89. 51°，88. 70°，
89. 59°，可见受加工精度影响，标定装置并非完

全垂直的角特征，若仅采用本文第 2 节方法进行

标定，将对标定结果产生不良影响。

再通过另外 10 组数据进行效果测试，利用式

（24）的结果分别计算 10 组测试数据中每个激光

扫描点到对应平面的有向距离误差，并统计误差

的分布，结果如表 3 所示，表中 E d 和 σd 分别是有

向误差的均值和标准差，E |d| 和 σ |d| 分别是对距离

误差取绝对值后的均值和标准差，可见平均误差

在 1. 5 mm 以内，说明本文方法能达到较好的

精度。

将以上设备和标定结果应用于连铸钢包下

水口定位系统，利用机器人搭载 2D 激光雷达对

下水口所在区域进行扫描，下水口距离 2D 激光

雷达约 2. 5 m，根据扫描结果对下水口底面中心

点进行定位，下水口的模型如图 9（a）所示。控制

机器人作直线运动，速度为 80 mm/s，运动中连

续采集 2D 激光雷达对下水口目标区域的扫描数

据，根据机器人的初始位姿和扫描数据的时间戳

确定每帧扫描数据对应的机器人的实时位姿，再

根据前述的标定结果将激光雷达坐标系下的扫

描点坐标转换到机器人基坐标系下，构造出的目

标点云如图 9（b）所示。根据构造出的点云识别

下水口底面中心点的位置，为便于理解，图 9（b）
中同时绘制了一个坐标系，其三个坐标轴方向与

机器人基坐标系的坐标轴方向相同，其原点为识

别得到的下水口底面中心点，可见定位结果基本

符合预期。

为进一步验证定位精度，提前加工一个具有

中心孔的圆片，其厚度为 2 mm，外径与下水口底

面直径相同，中心孔直径为 1 mm，实验中首先将

圆片置于下水口底面，使其外缘与下水口底面外

缘重合，以圆片中心孔位置近似下水口底面中心

点位置；再利用示教器手工控制机器人，将搭载

在机器人上已标定的探针移动到圆片中心孔位

置，利用机器人本身的定位功能获取探针在基坐

标系下的坐标，作为下水口中心点坐标的准确

值，将其与根据点云定位的结果作对比。多次重

复以上实验过程，每次计算出的定位误差均小于

10 mm，满足工程要求。

以上真实标定实验结果和应用说明本文标

定方法可应用于实际。考虑到制造较大尺寸的

垂直角特征标定装置较制造相当尺寸的标准球

等标定装置更容易，本文标定方法更适用于测

量 目 标 与 2D 激 光 雷 达 距 离 相 对 较 远 的 应 用

场合。

图 8　垂直角特征标定装置图像

Fig. 8　Orthogonal corner calibration device image

表 3　扫描点到平面的距离误差分布情况

Tab. 3　Distribution of the distance error between the 
scanned points and the plane

平面

序号

1
2
3

样本

点数

743
900
690

E d/mm

-0. 63
-0. 52
-0. 64

σd/mm

1. 38
0. 64
1. 41

E |d|/mm

1. 19
0. 66
1. 35

σ |d|/mm

0. 93
0. 50
0. 82

图 9　目标图像及构建的目标点云

Fig. 9　Object image and its constructed point cloud
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6 结  论

本文针对机器人与 2D 激光雷达的手眼标定

问题，提出一种应用垂直角特征标定装置的手眼

标定方法，仅利用一次扫描，就可以获得雷达坐

标系与标定坐标系间的坐标变换关系，将机器人

与 2D 激光雷达的手眼标定问题转换为求解形如

AX= XB的方程问题，该形式方程的求解在机

器人与相机的手眼标定问题中已经得到较好的

解决，因此该方法实现了 2D 激光雷达的手眼标

定与相机的手眼标定在问题转换和求解方法上

的统一，在获取采样数据过程中对机器人的位姿

没有特别要求，该方法为后续的优化算法提供了

合理的初值；进一步提出的基于平面特征的手眼

标定优化算法通过迭代过程对标定结果进行优

化，优化过程中仅利用了标定装置的平面特性，

对标定平面间的垂直特性不作要求，避免了垂直

角特征标定装置制作误差对标定结果的不良影

响，可降低标定装置的制作成本。实验结果表明

该方法在激光雷达扫描误差 2 mm 水平时，经过

10 次迭代后，欧拉角误差小于 0. 01°、平移矩阵的

距离误差小于 1. 0 mm，而同等标定条件下的现

有方法需要 300~350 次迭代才能达到同样水平，

说明本文方法在收敛速度上具有优势。本文的

研究结果对应用机器人搭载 2D 激光雷达进行目

标测量或定位等问题具有指导意义和参考价值。
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